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SOBRE AS GEOMETRIAS NAO EUCLIDEANAS
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Depois de observar esta fi-
gura, serda que ainda se mantém
inabaldvel o seu conceito de finha
recta? Ainda fara sentido afirmar
que dada uma recta cada um dos
seus pontos a divide em duas
partes distintas?

Os postulados de Euclides.

Para a esmagadora maioria das pes-
soas a geometria é a geometria elementar
que nos é ensinada no ensino basico. Tra-
ta-§e de uma geometria quass sempre pla-
na', com uma forte carga intuitiva e geral-
mente apoiada em representagoes grafi-
cas mais ou menos evidentes. Outras pes-
soas vao mais além e identificam essa geo-
metria elementar com a geometria eucti-
deana podendo porventura interrogar-se
sobre a existéncia de outras geometrias.
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Essas outras geometrias existem de facto,
como alids o titulo deste artigo deixa enten-
der, e & sobre ¢ que sdo essas geometrias
nao euclideanas e sobre as razdes pelas
quais aparecem, que nos vamos debrugar.

A antiga civilizagao grega, cujo auge
ocorreu ha mais de dois mil anos, foi o ber-
¢o da matemadtica como ciéncia. Entre as
classes sociais mais cuitas estudava-se fi-
losofia e geometria. Durante o seu apogeu
a matematica em geral, e a geometria em
particular, tiveram grande desenvolvimen-
to, nomeadamente através das escolas
criadas por pensadores como Pitdgoras.
Por outro lado, os gregos dedicaram-se
também a compilacdo do conhecimento
cientifico em grandes obras que, regra ge-
ral, sao as mais antigas que chegaram até
nods. Foi com os gregos que surgiu a axio-
matica, a qual incluia o principio de dedu-
¢do logica, que permite inferir uma afirma-
¢ao a partir de outras anteriormente
aceites. Um exemplo do que temos vindo
a afirmar encontra-se em Euclides de
Alexandria que, cerca de 300 A.C. produ-
ziu os famosos Elementos, obra em 13 vo-
iumes que, depois da Biblia, tera sido o tex-
to mais estudado e reproduzido em todo o
mundo. De facto, durante dois séculos en-
sinou-se e estudou-se a Geometria de Eu-
clides "como se fora um modelo exemplar
do método hipotético-degutivo (ou axio-
matico) em matematica“.© QO trabalho de
Euclides baseia-se na deducgao logica de
teoremas a partir de termos primitivos” e
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de postulados *, em nimero de cinco, com

que procurou criar um sistema de defi- -

nigoes e formas de demonstragao de pro-
priedades do espago em que vivemos.

Na sua obra, Euclides, que sentiu
necessidade de definir também os termos
primitivos, comega por apresentar 23 defi-
nigoes, entre elas as de ponto, linha, linha
recta, superficie plana, circulo, etc. De se-
guida apresenta cinco axiomas (nogoes de
caracter geral como por exemplo "coisas
que sao iguais a uma mesma coisa sao
iguais uma a outra") a que se seguem os
famosos Postulados de Euclides, a saber:

P.E.1: Conduzir uma linha recta de qual-

quer ponto a qualquer ponto.

P.E.2: Prolongar continuamente uma li-
nha recta finita numa linha recta.

P.E.3: Descraever um circulo com qual-
quer centro e qualquer raio.

P.E.4: Todos os angulos rectos sao
iguais uns aos outros.

P.E.5: Se uma linha recta caindo sobre
duas linhas rectas faz os angulos
internos do mesmo lado menores
que dois angulos rectos, entao as
duas linhas rectas, se prolonga-
das indefinidamente, encontram-
se no mesmo lado em que os dois
dnguios sao menores que dois an-
gulos rectos.

ou, reformulados para a nossa linguagem,

P.E.1’: dados dois pontos distintos Ae B
existe uma dnica recta r passan-
da por A e por B

P.E.2":Todo o segmento de recta [AB] se
pode proiongar por um segmento
de recta geometricamente igual®
a um segmento de recta dado
[PQ}.
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P.E.3": Para todo o ponto O e todo o pon-
to A distinto de O existe uma cir-
cunferéncia de centra O e raio
[OA].

P.E.4": Todos os anguios rectos sao geo-
metricamente iguais.

P.E.5" (na redacgao dada por Playfair)’.
Para toda a recta r e todo o ponto
P ndo em r, existe uma Gnica rec-
ta s que passa por P e é paralela
ar

Sobre 0 "Postulado das Paralelas".

Este ultimo postulado é também
conhecido por Postulado das Paralelas e &
ele que caracteriza a geometria euclidea-
na. Os quatro primeiros postulados podem
considerar-se fruto da nossa experiéncia
ao trabalhar com réguas, esquadros, com-
passos e outros instrumentos de desenho.
Contudo isso ja nao acontece com 0 quin-
to postulado pois s temos experiéncia de
trabalho com segmentos de recta e nao
com linhas rectas ilimitadas. A ideia de Eu-
clides é que, se por um ponto exterior a
uma rectar, fizermos passar uma outra rec-
ta s tal que tragando uma transversal t as
rectas r e s a "soma" dos &ngulos internos
de um mesmo lado é inferior a dois dngu-
los rectos, as rectas r e § encontram-se
exactamente num ponto, do mesmo lado
de { que aqueles dois angulos (ver figura
seguinte). Ao longo dos séculos foram va-
rias as tentativas de demonstragao do pos-
tulado das paralelas com bases nos



LER EDUCAGAQ - n3, Setembro/Dezembro de 1990

restantes quatro postulados. Contudo, as
varias tentativas, entre as quais se contam
as de Proclus (410-485), Wallis (1616-
-1703), Sacheri (1667-1733) e Legendre
(1752-1838), fracassaram ja que se basea-
ram em suposigoes ndo justificadas, ou em
suposicoes que ja sao consequéncia do
postulado, resultando assim demons-
tragoes circulares. Este problema apaixo-
nou os matematicos ao longo dos tempos
sem que se lhe encontrasse uma solugao,
o que € bem ilustrado por um conselho que
0 matematico hungaro Farkas Bolyal deu
a seufilho. Tendo passado mais de metade
da sua vida tentando demonstrar, sem su-
cesso, o postulado das paralelas, quando
descobriu gue o seu propric filho Janos Bo-
lyal (1802-1860) também andava absorvi-
do pelo problema das paratelas, ter-lhe-a
dito: "Por amor de Deus te pego, ssquece.
Teme-o como as paixdes sensuais porque,
como elas, pode chegar a absorver todo o
teu tempo e privar-te da salde, da paz de
espirito e da felicidade da vida".” De facta,
apesar de possivel, o encontro das rectas
r e s naquelas condigbes pode ndo ser ne-
cessario, como lembrou Proclus gue deu o
exempio de uma hipérbole que se aproxi-

ma das suas assintotas sem as interceptar.
Claro que qualquer um podera desejar fa-
zer ademonstragao com régua e lapis. Mas
a Geormetria nao é uma arte grafica nem
uma disciplina de desenho, nem a evidén-
cia intuitiva pode substituir um tratamento
légico rigoroso em que todas as afir-
magdes importantes devem ser demons-
tradas. E, por outro lado, por muito rigoro-
80 que seja o desenho, ele serg uma forma
grosseira de representagao de um probie-
ma, limitada pelas caracteristicas fisicas do
desenhador e dos instrumentos gréficos.

O trabalho de Saccheri.

Para o aparecimento das geome-
trias nao euclideanas muito contribuiu o
trabalho do italiano Girolamo Saccheri.
Este frade jesuita levou a cabo a primeira
investigagao verdadeiramente cientifica
sobre o postulado das paralelas, que pro-
curou demonstrar por redugdo ac absur-
do, a partir dos quatro primeiros postula-
dos de Euclides. Para o efeito aceitou as
primeiras proposicoes dos Elementos, que
nao dependem do postulado das parale-
las, ea partir delas criou um quadrilatero
[ABCD}, com os angulos dos vértices A e
B rectos e com os lados [AD] e [BC] iguais,
que veio a ficar conhecido por quadrilate-
ro de Saccheri. Comn 0 recurso as propo-
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Quadrilatero de Saccheri

sigbes aceites, Saccheri demonstrou, co-
mo hoje qualquer estudante do nosso en-
sino secundario poderia fazer, que os an-
gulos dos vertices D e C sdo iguais. Segui-
damente, como esses dngulos podem ser
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ambos rectos, agudos ou obtusos, decidiu
estudar essas trés hipoteses, a que cha-
mou hipétese do angulo recto, hipdtese do
angulo agudo e hipotese do angulo obtu-
so. Saccheri pretendia aceitar separada-
mente as duas Ultimas hipoteses para, por
reducéo ao absurdo, as rejeitar e demons-
trar assim o postulado euclideano do para-
lelismo gue é equivalente a hipdtese do an-
gulo recto. O plano de trabalho funcionou
e Saccheri rapidamente rejeitou a hipotese
do angulo obtuso mas, quanto a hipbtese
do angulo agudo, a tarefa mostrou-se mui-
to mais dificil e, depois de muito trabalho,
Saccheri acabou por forgar indevidamente
o aparecimento de uma contradigao. Hoje
nao ha duvidas de que, aceitando a hipo-
tese do dngulo agudo, nao se encontra
qualquer contradigéo, ao contrario do que
pretendia Saccheri. Assim, podemos
construir, com base nos quatro primeiros
postulados de Euclides acrescentando-
<hes a hipotese do angulo agudo, uma
geometria tao consistente como a eucli-
deana, o que quer dizer que o quinto pos-
tulado de Euclides & independente dos
quatro primeiros, pelo que ndc se pode de-
duzir a partir deles. Os primeiros a suspei-
tar realmente deste facto foram Gauss
(1777-1855), Janos Balyai, de que ja fala-
mos, e Lobatchevsky (1793-1856).

A libertagao da geometria.

Acabamos assim de ver que a geo-
metria euclideana se fundamenta num pos-
tulado, que é uma hipotese aceite, mas que
no lugar dela poderiamos aceitar uma ou-
tra com a qual se poderia construir uma
geometria com uma estrutura légica tao
consistente como a geometria euclideana.
Note-se que a hipotese do angulo recto
equivale ao postulado euclideano do para-
lelismo, a hipotese do dngulo agudo equi-
vale a afirmar que por um ponto exterior a
uma recta passa mais do que uma recta
paraleia a essa recta (postulado hiperbdli-
co da paralelismo) e a hipdtese do angulo
obtuso equivale a afirmar que por um pon-
to exterior a uma recta nao passa nenhu-
ma recta paralela a ela (postulado eliptico
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do paralelismo)'®. Assim, aceitando dife-
rentes postulados do paralelismo, estes
irao ter consequéncias diferentes, pelo que
estaremos a construir geometrias dife-
rentes, isto é, com teoremas e proprie-
dades diferentes. Um exemplo glucidativo
é oteorema relativo 8 soma das amplitudes
dos angulos internos de um tridngulo. Pa-
ra a geometria euclideana ela é 180°, se
aceitarmos a hipotese do angulo agudo é
inferior a 180° nurma geometria que aceite
a hipotese do angulo obtuso. Como a
consequéncia da descoberta da inde-
pendéncia do postulado do paralelismo,
nasceram outras geometrias - as nac eucli-
deanas - mas, mais do que isso, essa des-
coberta representou a libertagao da geo-
metria dos moldes tradicionais. A geome-
tria euclideana foi posta em causa como a
Geometria Verdadeira e tornou-se evidente
que o espaco euclideano tridimensional
nao é mais que uma ficgdo, um modelo de
entre 0s varios modelos de mundo que se
poderao escolher para representar o mun-
do que nos rodeia. Por outro lado, também
toda a fundamentagao togica da geometria
de Euclides se mostrou deficiente e teve de
ser reformulada no fim do século passado,
mais concretamente em 1899, por David
Hilbert (1862-1943) nos seus famosos
"Fundamentos de Geometria".

Geometria Neutra.

Como podemos adoptar varios pos-
tulados do paralelismo, também podere-
mos nao adoptar nenhum. Assim, pode-
mos interrogar-nos sobre que tecria geo-
métrica teremos se adoptarmos os quatro
primeiros postulados e nao adoptarmos
nenhum sobre as paralelas? A geometria
qu?1d§i resulta, desigr'!ada geometria neu-
tra ', é assim uma teoria cujos teoremas se
deduzem dos postulados de Euclides sem
recorrer, directa ou indirectamente, ao
postulado euclideanc das paraielas. Sao
varios os tecremas da geometria neutra e
tém um caracter pouco definido reflectindo
a falta de um postulado do paralelismo. Is-
to fica bem exemplificado através do
conhecido teorema de Saccherl-Legendre
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(segundo o qual a soma das amplitudes
dos éngulos internos de um tridngulo é me-
nor ou igual a 180°) e pela impossibilidade
de garantit que por um ponto exterior a
uma recta passa uma Unica recta paraiela
a uma recta dada. Contudo, essa indefini-
gao desaparece quandp se adopta um pos-
tulado do paralelismo.

Geometria de Lobatchevsky.

Ao invés de causar contradigoes, a
hipétese do anguio agudo tornou-se o nas-
cimento das geometrias nao euclideanas.
Saccheri e 0s seus contemporaneos nao se
aperceberam deste verdadeiro significado.
S6 mais tarde, e de forma independente,
Gauss, Janos Bolyai e Nicolai lvanovitch
Lobatchevsky compreenderam o nasci-
mento de novas geometrias que possam
nao ter por base o postulado euclideano
das paralelas. Gauss nao chegou a publi-
car uma palavra sobre o assunto. Bolyal fé-
o mas viu-se relegado para segundo pla-
no pela publica¢ao, em primeiro lugar, das
ideias de Lobatchevsky. Dai que a geome-
tria neutra que se baseia na hipétese do an-
gulo agudo seja conhecida por geometria
de Lobatchevsky ou geometria lobaichev-
skiana.

Mas o que é afinal essa geometria?
E uma geometria neutra (com base nos pri-
meiros quatro postulados de Euclides) que
adopta o axioma: dada uma recta r € um
ponto P nao em r, complanar com r, existe
mais do que uma recta que passa por P e
é paralela a r. Para uma mais ficit com-
preensao imaginemo-nos membros de
uma cultura bacteriana que vive numa
caixa de vidro de base circular, num labo-
ratério. Nestas condigdes, o mundo destas
bactérias & um mundo plano e circular.
Neste mundo o plano & o circuto (que va-
mos considerar aberto) que constitui o fun-
do da caixa, 0s pontos s30 0s pontos do
circulo e as rectas as cordas do circulo, co-
mo a figura seguinte exemplifica. € facil
concluir que este modelo verifica o postu-
lado hiperbdlico do paralelismo, isto é da-
da uma recta r e um ponto P, ndo em r, por
P passam varias rectas paralelas ar, enten-
dendo por rectas paralelas rectas que nao

tém pontos comuns. E evidente que neste
mundao a geometria assim definida tem ca-

racteristicas diferentes da geometria sucli-
deana a que estamos habituados. Por
exemplo, duas rectas paralelas ndo sao
equidistantes.

A geometria hiperbdlica de Lobat-
chevsky @ uma geometria puramente abs-
tracta, "artificial" e ¢ mundo bacterianc que
estavamos a imaginar é uma interpretagao,
um modelo, uma realizagdo concreta que
permite garantir a nao contradigdo do sis-
tema de axiomas e "visualizar' o conceito
de parglel ismo da teoria geométrica em es-
tudo.”’

Como nao é nossa intengao aprofun-
dar o estudo da geometria hiperbdlica,
mas apenas dar ao leitor uma ideia do que
é e de como nasceu, hdo nos vamos alon-
gar mais sobre ela.

Geometria Riemaniana.

Pode dizer-se que, depois de que-
brado o gelo por Bolyai e Lobatchevsky, os
matematicos do século XIX procuraram de-
finir novas geometrias. Delas, a primeira e
a melhor foi a proposta por Riemam em
1854 que contradiz o postulado euclidea-
no da paralelas assumindo, em sua alter-
nativa, que "nao existem rectas paralelas”,
ou seja que por um ponto P exterior a uma
recta r ndo passa nenhuma recta paralela
ar ou, de outra forma, qualguer recta pas-
sando por P intersecta r *. Esta geometria
é radicalmente diferente das anteriores,
nao € uma geometria neutra uma vez gue
é inconsistente com os primeiros postula-
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dos de Euclides. De facto, esta teoria geo-
métrica colide com todos os postulados
anteriores que envolvam as nogdes de
distancia e de estar entre, bem como com
o cardcter infinito do conceito de linha rec-
ta. Mas, para melhor se compreender tudo
isto, ndo ha nada meihor que recorrer a um
modelo. Assim, consideremos a superficie
de uma esfera, por exemplo a superficie do
nosso planeta. Nesta superficie existem
muitos caminhos (linhas curvas) que ligam
dois pontos mas o mais curto é o que é
parte de um "circulo maximo" (intersecgao
da superficie esférica com um plano que
passa pelo seu centro). Assim, neste mo-
delo, podemos entender por plano a super-
ficie esférica, por ponto um dos seus pon-
tos e por recta um "circulo maximo"®, como

Caminho mais curto entre dois pontos

Duas ‘rectas" t&m dois pontos comuns

a figura' inicial sugere. Contudo, nesta

geometria esférica acontecem coisas que
talvez néo esperassemos: duas rectas dis-
tintas tém dois pontos comuns; dado um
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ponto de uma recta esse ponto nac a se-
para em duas panes distintas; a soma das
amplitudes dos angulos internos de um

Um triangulo tem sama angular superior a 180°

uUm rectangule tem soma angular superior a 3607

tridngulo & maior que 180°; dados trés pon-
1os A, B e C de uma mesma recta, qualquer
um deles esta entre os outros dois, isto é A
estientreCe B, BestaentreCeAeC es-
ta entre B e A. Como se pode ver, esta tec-
ria geométrica €& profundamente diferente
da geometria euclideana e da geometria
neutra. Contudo, tem uma grande apiica-
¢ao0 em matemética e em fisica, como ve-
remos adiante.

Ainda sobre a "soma dos dngulos

internos” de um triangulo.

Vivemos, sem duivida alguma, num
universo misterioso. Até ao aparecimento
da teoria da relatividade, de Einstein, su-
pos-se sempre 0 espago fisico como um
espaco euclideano, isto € onde sao validos
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os axiomas e teoremas de geometria eucli-
deana. E mesmo depois do aparecimento
de geometrias nao euclideanas, revelou-se
sempre tarefa diticil conceber uma descri-
¢ao do universo methor que a geometria de
Euclides. Contudo, a teotia da relatividade
geral tem a sua base matematica na geo-
metria de Riemam, sugerindo assim que o
espaco fisico nac é euclideano.

Pela mesma altura em que Balyai e
Lobatchevsky desenvolviam a sua geome-
tria ndo euclideana, o grande matematico
alemao Karl Friedrich Gauss levou a cabo
uma experiéncia sobre a soma das ampli-
tudes dos dngulos internos de um tridngu-
lo. Como para a geometria de Euclides es-
sa soma é 180°, para a de Lobatchevsky @
menor que 180° e para a riemaniana é su-
perior a 180°, Gauss pretendia, em Ultima
instdncia, decidiu sobre qual a melhor des-
cricdo do universo fisico: se a geometria
euclideana, a lobatchevskiana ou a riema-
niana. Para tanto mediu a amplitude dos
anguios de um tridngulo gigante, com la-
dos de comprimento entre os 60 e os 110
guilometros, cujos vértices se localizavam
no topo de trés montanhas na Alemanha.
O resultado obtido é muito escassamente
superior a 180°, pelo que, admitindo um er-
ro provocado pelo limite de precisao dos
instrumentos utilizados, teoricamente te-
mos de admitir que o valor real medido tan-
to pode ser 180°, como inferior ou superior.
A experéncia de Gauss resultou pois incon-
clusiva porque, para as geometrias nao eu-
clideanas, guanto "menor" for o tridngulo
mals proxima dos 180°estaré aquela soma.
De facto, as geometrias nao euclideanas
nao admitem maodelos & escala, isto é ne-
las dois tridngulos s6 sdo semelhantes se
forem iguais (congruentes). Sendo assim,
s6 poderemos concluir que o espago fisico
€, ou nao, euclideano se levarmos a cabo
a experiéncia de Gauss relativamente a um
tridngulo cujos veértices estejam localiza-
dos por exemplos em estrelas.

Uma objecgao.

Podemos objectar que as geome-
trias nao-euclideanas nao correspondem a
realidade fisica, mormente a hiperbdlica de

Lobatchevsky, mas o mesmo podera dizer
a geometria riemaniana da euclideana. Es-
ta questao foi colocada pelos matematicos
que deram origem as .novas geometrias,
preocupados com a vatidade empirica dos
novos postulados do paralelismo. O que
podemaos dizer sobre esta questao é que,
para 0 matematico, o que importa séo as
conclusdes, que de forma légica se podem
tirar de determinados postulados, e que a
vatidade dessas conclusdes ndo depende
da verdade ou falsidade dos argumentos
que lhes serviram de base. Mas apesar dis-
so, fara sentido basear uma geometria em

-axiomas manifestamente falsos quando

aplicados a realidade fisica? Tentemos
uma resposta. Em primeiro lugar qualquer
um de nds é livre de escolher argumentos
base e de estudar as suas consequéncias,
independentemente da sua validade empi-
rica ou de consideragOes de ordem prati-
ca. Em segundotugar uma proposi¢ac ma-
tematica é sempre abstracta, isto é a sua
validade empirica depende dos termos pri-
mitivos que usa e, por isso, um postulado
pode ser verdadeiro quando se entende
por recta um corde! esticado e falso quan-
do se considera recta um raio de luz. Final-
mente, a determinagao da verdade empiri-
ca de uma proposi¢ao cai no dominio das
ciéncias experimentais, pelo que é tarefa
que compete aos fisicos, bidlogos, astré-
nomos, etc. E nao nos devemos esqguecer
que averiguar da veracidade empirica de
uma afirmagéo envolve problemas com
que, a partida, poderiamaos nao contar. De
facto, para testar se, num plano, por um
ponto exterior a uma recta passa apenas
uma recta paralela a recta dada, que ma-
terial deveriamos usar? Cordas, linhas de-
senhadas num quadro ou raios de tuz? E
como poderiamos afirmar que aquela rec-
ta & Unica? Sera que temaos conhecimentos
suficientes sobre o espago fisico que nos
permitam assegurar tal unicidade?

Conclusao.

Nao se pode afirmar que qualquer
das trés geometrias, euclideana, riemania-
na e lobatchevskiana & mais correcta do
gue as outras, nem € correcto afirmar que
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a geometria euclideana € a geometria das
linhas rectas e que as outras sac geome-
trias das linhas curvas. De facto todas elas
sao geometrias que estudam linhas rectas,
apenas hao estdo completamente de acor-
do quanto as propriedades da rectilineari-
dade. ,

O aparecimento de tearias geometri-
cas nao euclideanas representou uma li-
bertagac da geometria e 0 rompimanto
com uma convicgao de mais de dois mil

anos. Permitiu a criagao de diferentes sis-
temas geométricos e de geometrias pura-
mente artificiais, deixando assim a geome-
tria de estar amarrada ao espaco fisico. Os
sistemas de postulados tornaram-se meras
hipoteses, cuja veracidade fisica ndo diz
respeito & matematica pois a esta apenas
interessa a consisténcia daqueles. A geo-
metria tornou-se comparavel a um jogo cu-
ja natureza depende das regras com gue

se joga!

TABELA DE COMPARAGAO DE GEOMETRIAS EUCLIDEANA
LOBATCHEVSKIANA E RIEMANIANA

Euclideana

Lobatchevskiana

Riemaniana

Duas rectas dis-
tintas intersectam-
-s@

em 1 ponto (no
maximo)

uma Unica recta
que passa por P

Dada uma recta r
e um ponto P

nao em r ha eéparalelaar
Uma fica separa- sim
da em duas

partes por um
dos seus pontos?

Rectas paralelas sim
sao equidistan-
tes?

sim

Se uma recta in-
tersecta uma de
duas rectas para-
lelas deve inter-
sectar a outra?

Duas rectas dis-
tintas perpendicu-
lares a uma mes-
ma recta

sao paralelas

A "soma" dos an- 180°
gulos internos de

um tridngulo é

em exactamente
1 ou 2 pontos*

em 1 ponto (ho
maximo)

pelo menos duas  nao ha rectas pa-

rectas passando ralelasar
por P paralelas a r

sim nao
nunca sao equi- nao existem

distantes

pode intersectar
ou nac

$a0 paralelas intersectam-se

menor que 180° maior que 180°

* 1 na geometria eliptica simples e 2 na geometria eliptica dupla.
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NOTAS:

(1) Até aquia geometria estudada no
nosso ensino basico tem ficado pelo nivel
bidimensional. A geometria do espago (tri-
dimensional) surge pela primeira vez e
apenas no programa do 92 ang de escola-
ridade mas frequentemente ndo é ensina-
da por falta de tempo (?) para o.cumpri-
mento do programa.

(2) in Oliveira, A.J. Franco - "Geo-
metria’ - Universidade de Evora, 1988, p.2.

{3) Os termos primitivos sao nogdes
do dominio comum gue nao se definem, a
partir das quais se formam outras nogoes
mais complicadas. E o caso das nogoes de
ponto, recta, plano, etc, a partir das quais
se constroem definigbes mais compiexas.

(4) Os postulados ou axiomas {(hoje
nao se faz distingdo entre uns e outros) sao
afirmacdes que se aceitam como verdadei-
ras (geralmente de caracter evidente) que
servem de base a demonstragéao de todas
as outras proposigdes: os teoremas.

{5) Como se pode ver o conceito de
recta em Euclides é diferente do hoje gene-
ralizado.

(6) Hoje usa-se a expressao geome-
tricamente igual (a nivel elementar} e
congruente (num nivel superior). Nao se
diz simplesmente que duas figuras séo
iguais porgue, sendo as figuras conjuntos
de pontos e dois conjuntos dizem-se iguais
se constituidos pelos mesmos pontos, elas
sG poderiam ser iguais se fossem uma so.
Assim, usam-se aquelas expressoes para
uma nogao de igualdade mais geral que a
de identidade.

(7) John Playfair (1748-1819), ma-
tematica e fisico escocés.

(8) in Boyer, Carl B. - "Historia de la
Matematica" - Alianza Editorial, Madrid,
1986, p.674.

{8) Carl Friedrich Gauss, matema-
tico alemao geralmente considerado com
Arquimedes e Newton, um dos trés
maiores matematicos de todos os tempos.
Podera ter sido o primeira a aperceber-se
do facto do postulado das paralelas ser in-
dependente dos postulados anteriores

mas nao publicou essas suspeitas com re-
ceio da polémica que poderia provocar.

(10) As designagbes postulado hi-
perbdlico, postulado parabdlico e postula-
do eliptico devem-se a Felix Klein (1849-
1925} que, no seu programa Erlanger apre-
senta uma classificagdo das diferentes
geometrias com base no conceito de trans-
formagao.

{11) Também designada geometria
absoluta traduzindo a ideia de que os qua-
tro primeiros postulados de Euclides séo
inquestionaveis.

(12) Designam-se neutras as geo-
metrias que adoptam os primeiros quatro
postulados euclideanos e um postulado do
paralelismo. Assim, sdo geometrias neu-
trais e geometria euclideana e, como vere-
mos, a geometria de Lobatchevsky.

{13) Um modelo interessante para
esta geometria, € o apresentado por Poin-
caré (1854-1912), que se pode encontrar
em "Les Fondements de la Géométrie”, p.
243 (ver bibliografia}.

(14) Na realidade existem duas teo-
rias geomeétricas baseadas no postulado
do paralelismo de Riemam: a geometria
eliptica simples e a geometria eliptica du-
pla. As designagdes simples e dupia de-
vem-se ao facto de num caso duas rectas
nao coincidentes terem sempre um Unico
ponta e, no outro ¢aso, terem sempre dois
pontos comuns. Para a segunda teoria po-
demos construir um modelo numa superfi-
cie esférica e, para a primeira, na superfi-
cie de uma semisfera.
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